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A mindennapi életben szamos olyan algoritmikus problémaval talalkozhatunk, amelynek a meg-
oldasa megoldahaté graf modellben.
Az ilyen problémak esetén az adatok jellemzé tulajdonsaga, hogy az adathalmaz elemei k6z6tt kap-
csolatok vannak. Ezek a kapcsolatok fejezhetdk ki a graf matematikai fogalmaval. A matematikai
graf fogalom azonban csak alap modell a problémat megold6 algoritmushoz. Lényeges eltérés a
matematikai graf fogalomtél, hogy az algoritmushoz a grafot alkalmas adatszerkezetben tarolni kell,
és miveleteket kell tudni végezni (hatékonyan) a grafokon.



1. Definiciok

1.1. definicié. Irdnyitott graf G = (V,E)
V : a graf pontjainak halmaza
E a gréf éleinek halmaza, rendezett (a,b) parok halmaza; E CV xV ={(a,b) :ac€V,bcV}.

1. dbra. Iranyitott graf.
v ={1,...,8},
E={(1,2),(1,3),(2,3),(3,5),(3,6),(4,7),(5,2),(5,6),(6,2),(8,4),(8,7)}



1.2. definicio. Iranyitatlan graf G = (V,E)
V' : a graf pontjainak halmaza
E: az élek halmaza, rendezetlen {a,b},a,b € V parok halmaza.

2. dbra. Iranyitatlan graf.
V=A{l,...,8},
E={{1,2},{1,3},{2,3},{3,5},{3,6}.{4,7},{5,2},{5,6},{6,2},{8,4},{8,7}}



1.3. definicio. Iranyitott multigraf G = (V,E, Ind, Erk)
Ind, Erk : E — V az élek végpontjait megado fliggvények
Ind(e) az e él induld, Erk(e) az érkez6 pontja.

3. &bra. Iranyitott multigraf



1.4. definicio. Iranyitott multigraf G = (V,E)
V' : a graf pontjainak halmaza
E a gréf éleinek halmaza, rendezett (a,b) parok multihalmaza; E CV xV ={(a,b) :a€V,b € V}.

4. abra. Iranyitott multigraf.
v ={1,...,8},
E={(1,2),(1,2),(1,3),(2,3),(3,5),(3,6),(4,7),(4,7),(5,2),(5,6),(6,2),(8,4),(8,7)(4,4)}



1.5. definicio. Irdnyitatlan multigraf G = (V,E, Ind, Erk)
Ind, Erk : E — V az élek végpontjait megado fliggvények
Ind(e) az e él induld, Erk(e) az érkez6 pontja.
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5. &bra. Iranyitatlan multigraf.
v ={1,...,8},
E={{1,2},{1,2},{1,3},{2,3},{3,5},{3,6},{4,7},{4,7},{5,2},{5,6},{6,2},{8,4},{8,7} }



1.6. definicio. Cimkézett (sulyozott) iranyitott graf G = (V,E,C)
(V,E) (irdnyitott/irdnyitatlan) graf.

C : E — Cimke sulyfiggvény

Masképpen:

ECVxVxC={(a,b,c):acV,beV,ceC}.

6. abra. Sulyozott iranyitott graf.
V={l,...,8},
E=1{(1,2,12),(1,3,3),(2,3,4),(3,5,4),(3,6,5),(4,7,7),(5,2,7),(5,6,10),(6,2,1),(8,4,2),(8,7,8



1.7. definicio. Cimkézett (sulyozott) iranyitatlan graf G = (V. E,C)
(V,E) (irdnyitatlan) graf
C : E — Cimke suly faggvény

7. ébra. Sulyozott iranyitatalan graf.
V={l,...,8},
E={({1,2},12),({1,3},3),({2,3},4),({3,5},4),({3,6},5),({4,7},7), ({5,2},7), ({5,6},10), ({6,



Minden irdnyitatian G = (V,E) graf olyan iranyitott grafnak tekinthetd, amelyre teljestl, hogy
(Vp,q€V)((p.q) €E=(q,p) €E).

Jeldlések
KiEl(G,p) ={q €V :(p,q) € E} : akipontok halmaza, azaz minden olyan ¢ pont, amelyre van
p — q éla G gréafban.

BeEl(G,p) ={q €V :(q,p) € E} : abepontok halmaza, azaz minden olyan ¢ pont, amelyre van
q — p éla G grafban.

KiFok(G,p) = |KIiEl(G,p)| : a kipontok szdma

BeFok(G,p) = |BeEl(G,p)| : a bepontok szama



1.1. Miveletek grafokon

A tovabbiakban feltételezzlk, hogy a graf pontjait természetes szamokkal azonositjuk, pontosabban
V=A{l,...,n}
Milyen miveleteket akarunk grafokon végezni?

e Pontokszama
o Elekszama
o KiFok(p)

e BeFok(p)

e PontBovit(p)
e PontTordl(p)
e EIBbvit(p, q)
e EITorol(p, q)
e VanEl(p, q)

e for g in KiEl(p) do M(p,q) //p-bél kindulé élek bejarasa



2. Grafok abrazolasai

Szempontok az adatszerkezet megvalasztasahoz.

1. Az adott probléma megoldasahoz ténylegesen mely miiveletek sziikségesek.
2. Melyek a relevans miiveletek, amelyek alapvetéen befolyasoljak az algoritmus futasi idejét.

3. Atarigény az adott probléma esetén.



8. dbra. Példa graf

Minden graf megadhaté olyan hozzarendeléssel (figgvénnyel), amely minden p ponthoz megadja
a KiEl(p) halmazt. Multigréf esetén KiEl(p) multihalmaz.
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Tehat egy G = (V, E) gréf, ahol a graf pontjainak halmaza V = {1,
tipussal, amelynek elemei halmazok.
Pascal:

const

maxP=1000; //
type

Grafzarray[1..maxP] of Halmaz;
C/C++:

#define maxP 1000
typedef Halmaz Graf[maxP];

...,n} megadhatd olyan témb



2.1. Szdéveges abrazolas

Elek felsorolasaval: Az allomany elsé sora két egész szamot tartalmaz, a pontok n szamat és az
élek m szamat. A tovabbi n sor mindegyike egy a b szampart tartalmaz (1 < a,b < n) , a graf egy
élét.

Kipontok soronkénti felsorolasaval: Az allomany elsd sora egy egész szamot tartalmaz, a pontok
n szamat. A tovabbi n sor tartalmazza az éleket. Az p + 1-edik sorban a KiEl(p) halmaz elemeit
vannak felsorolva, a felsorolast a 0 zérja.
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2.2. Eltémb
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9. &bra. A példa gréaf éltdmb abrazolasa

Pascal:

type
Cimketip=integer ;//
Grafzarray[1..maxP] of record ind,erk: 1..maxP end;
SGraf=array[1..maxP] of record ind,erk: 1..maxP, suly: Cimketip end;

C++:

typedef int Cimketip;
typedef struct EI{
int ind,erk;
}EI;
typedef El Graf[maxP];
typedef struct SEI{
int ind,erk;
Cimketip suly;
}SEI;
typedef SElI SGraf[maxP];



Ez az abrazolds nem tdmogatja a leggyakoribb miiveletek hatékony megvaldsitasat, ezért csak a
teliesség kedvéért emlitjuk meg. Eléfordulhat, hogy kdzbliilsé abrazolasként hasznaljuk; elészor a
beolvasasakor ilyen abrazolast allitunk eld, és ebbdl épitlink fel hatékonyabb adatszerkezetet.
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2.3. Kapcsolatmatrix (szomszédsagi matrix)
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10. dbra. Példa graf
Pascal:

type
Graf=zarray[1..maxP, 1..maxP] of boolean;
SGraf=array[1..maxP, 1..maxP] of integer;
var
G:Graf;

C+4+:

typedef bool Graf[maxP][maxP];
typedef int SGraf[maxP][maxP];
Graf G;

11. abra. Kapcsolatmatrix




A (p,q) pontpar akkor és csak akkor éle a grafnak, ha G|p, q| = true. Tehat a vanél miivelet hatéko-
nyan megvaldsithaté (konstans idejl).

Cimkézett graf esetén valasztani kell egy nem € Cimke értéket, amely nem fordul el6 semmilyen él
cimkéjeként. (p,q) akkor és csak akkor éle a cimkézett grafnak, ha G[p,q|! = nem, és a (p,q) él
cimkéjének értéke G[p,q].

A KiEl(p) kipontok bejardsa nem hatékony, nem az elemszammal aranyos.

Pascal:

for q=1 to n do
if G[p,q] then M(p,q);

C+4+:
for (int q=1;q<=n;q++)
if (G[pllal) M(p,q);

A tarigény n pontu graf esetén n
alkalmazhat6.

2, ezért nagyméretii, (de kevés élet tartalmazo) graf esetén nem
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2.4. Elhalmaz-témb
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12. abra. Példa graf
Pascal:
type

Graf=zarray [1..maxP, 1..maxP] of 0..maxP;
var

G:Graf;

KiFok:array[1..maxP] of integer;

C++:

typedef int Graf[maxP][maxP];
Graf G;
int KiFok[maxP+1];
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13. 4bra. Elhalmaz-témb
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A tarigény, csakugy, mint a szomszédsagi matrixnal, n pontu graf esetén n

(de kevés élet tartalmazd) graf esetén nem alkalmazhato.

A KiEl(p) kipontok bejarésa hatékony, az elemszammal aranyos.

Pascal:
for i=1 to KiFok[p] do
M(p,G[p,i1]);
C++:

for (int i=1;i<=KiFok[p];i++)
M(p,GIpl[i1);

A vanél mivelet persze nem konstans idejl lesz:

Pascal:
i:=1;
while (i<=KiFok[p] and G[p,i]l<>q) do i:=i+1;
vanel:=i<=KiFok[p];
C+4+:
i=1;

while (i<=KiFok[p] && G[pl[i]l!=q) i++;
vanel=i<=KiFok[p];

2
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2.5. Elvégpontok felsorolasa
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14. 4bra. Példa graf 15. 4bra. Elhalmaz-lanc

Pascal:

const
maxP=1000;
maxE=100000;

var
KiFok:array[1..maxP] of integer;
Kezd:array[1..maxP] of integer;
Elek:array[1..maxE] of integer;
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KiEl(G, p) bejarasa Pascal:

tol :=Kezd[p]—1

for i:=1 to KiFok[p] do begin
q:=Elek[tol+i];
[IM(p,q) // —

end;

C++:

#define maxP 10001
#define maxE 100000
int Kezd[maxP];
int KiFok[maxP];
int Elek[maxE];

int tol=Kezd[p];
for (int i=0; i<KiFok[p];i++){
int q=Elek[tol+i];



2.6. Elhalmaz-lanc
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16. bra. Példa graf
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17. abra. Elhalmaz-lanc



2.6.1. Statikus élhalmaz-lanc

Pascal:

const

maxP=1000; /1

maxE=100000; //
type

Lanc=longint;

Cella=record pont:longint; csat:Lanc end;

Graf=zarray[1..maxP] of Lanc;
var

G:Graf;

Elek:array[1..maxE] of Cella;
11 n:longint; //a pontok szama
12 m:longint; //az élek szama
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// Beolvasas és az adatszerkezet
szabad,i,p,q,pql:longint;
readin(n,m);
szabad:=1;
for i:=1 to n do G[i]:=0;
for i:=1 to m do begin
readin(p,q); /!
Elek[szabad]. pont:=q; /1
Elek[szabad]. csat:=G[p];
G[p]:=szabad;
inc(szabad);

end;

KiEl(G, p) bejarasa

pql:=G[p];
while pql<>0 do begin
q:=Elek[pql]. pont;

[IM(p,q); 1/
pql:=Elek[pql]. csat;
end;

felépitése
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C+4+:
typedef int Lanc;

typedef struct {int pont; Lanc csat;}

typedef Lanc Graf[maxP];
typedef Cella Elek[maxE];
Graf G; Elek El;

int p,q,szabad=0,pql;
cin>>n>>m;
for (int i=1;i<=n;i++) G[i]=0;
for (int i=1;i<=m;i++){
cin>>p>>q;
Elek[szabad]. pont=q;
Elek[szabad]. csat=G[p];
G[pl=szabad++;

}
KiEl(G, p) bejarasa
Lanc pql=G[p];
while (pql!=0){
q=El[pql]. pont;

pql=El[pql]. csat;



2.6.2. Dinamikus élhalmaz-lanc

Pascal:
1 const
2 maxP=1000;
3 type
4 Lanc=~ACella;
5 Cella=record pont.integer; csat:Lanc end;
6 Graf=array[1..naxP] of Lanc;
7 var
8 G:Graf;
9 n,m:longint;
10 pql:Lanc;
11 readlin(n,m);
12 for i:=1 to n do G[i]:=Nil;
13 for i:=1 to m do begin
14 readin(p,q); /1
15 new(pql); 1
16 pqgl*.pont:=q;
17 pqgl?.csat:=G[p];//
18 G[p]:=pql;
19 end;



DO WND =

KiEI(G, p) bejarasa

pql:=G[p];

while pql<>Nil do begin
q:=pqlr.pont;
[INM(p,q); // —
pql:=pql”.csat;

end;



2.7. Szamitott graf

Az élek halmazat explicite nem taroljuk, mert van olyan szamitési eljaras, amely barmely két p,g € V-
re kiszamitja VanEl(p, q)-t.

Vagy, van olyan szamitasi eljaras, amely minden p € V-re kigenerdlja a KiEl(G, p) halmaz elemeit.
Példaul, ha egy n x m-es négyzetracsos hal6zat mezbéin |épkedhetiink, egy Iépésben a 4 szomszédos
mezbre; fel, le, jobbra és balra. Tekincsik azt a G = (V, E) gréfot, amelynek pontjai a halézat mezéi,
azazV ={(x,y) : 1 <x<n,1 <y <m}, tehat a pontokat a koordinataikkal azonositjuk. Ekkor

(%6,y) = (u,v)

akkor és csak akkor él a grafoan, ha [x —u|+|y—v| =1



3. Feladat: Terv

Egy nagyszabasu épitkezés terve n kildnbdz6 munka elvégzését irja el6. Minden munkat egy nap
alatt lehet elvégezni. Egy napon tdbb munkat is el lehet végezni parhuzamosan, feltéve, hogy a
megeldzési feltételt betartjuk. Ez ezt jelenti, hogy vannak olyan el6irasok, hogy egy adott @ munka
elvégzése meg kell, hogy el6zze mas adott b munka elégzését. Tehat a b munkat csak akkor lehet
elkezdeni, ha mar az a munkat befejeztik.

Kiszamitando, hogy a teljes épitkezést legkevesebb hany nap alatt lehet befejezni!

Bemenet
A standard bemenet els6 sora két egész szamot tartalmaz, az elvégzendd munkék n szamat (1 <

n < 20000), és a megelbdzési eldirasok m szamat (0 < m < 100000).

Kimenet
A standard kimenet elsé sora az 6sszes munka elvégzéséhez sziikséges napok k szamat tartal-

mazza. Ha a megel6zési eldirasok miatt nem lehet elvégezni az 6sszes munkat, akkor az elsé as
egyetlen sorba a 0 szamot kell irni. A tovabbi k sor mindegyike egy napon elvégzendé munkak sor-
szamait tartalmazza egy-egy szokbzzel elvalasztva. Tébb megoldas esetén barmelyik megadhaté.



Példa bemenet és kimenet

bemenet kimenet
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18. abra. A példa bemenet abraja. A graf pontjai az elvégzendd munkak, p — g akkor és csak akkor
él a grafban, ha a p munkanak meg kell eléznie a ¢ munkat.



Megoldas
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Elvi algoritmus.
Legyen G = (V,E) az a graf, amelynek pontjai a munkak és élei a megelézési feltételek.

H(1):={v €V :BeFok(v) = 0}; {az els6 napi munkak }
nap = 1
while (H (nap) # 0) and (V # 0 )do begin
Kilr(H (nap));
V:=V —H(nap) ;
toroljik az E élekbdl minden olyan p — ¢ élet, amelyre p € H(nap);

nap = nap+1;
H(nap) :={v €V : BeFok(v) = 0};
end

Akkor és csak akkor van megoldas, ha a megeldzési feltétel nem tartalmaz kért. Hogyan derithetd
ez ki a fenti algoritmus soran?

Ha van kor, akkor a fenti algoritmusban az ismétlés ugy ér véget, hogy H (nap) =0 de V # 0. Forditva
is igaz, tehat ha az ismétlés ugy ér véget, hogy utana V # 0, akkor van kér, mert nincs 0-befok pont
a megmaradtak kdzoétt. Tehat elég megszamolni, hogy hany pont kerul bele az H halmazokba.

A megelozési elbirasok (grafjanak) abrazolasa.

Milyen miveleteket kell végezni?

Adott u-ra (hatékonyan) meg kell tudni adni mindazon v-ket, amelyeket u megel6z.

Jelolje ezek halmazat KiEl(u). Vegyink egy G témbdt, amelynek G[u] eleme olyan lanc fejére mutat,
amely lanc a KiEl(u) halmaz elemeit tartalmazza.
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19. dbra. A példa megeldzési elbirasainak abrazolasa lancokban.



Megvaldsitas
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20. abra. A H halmazok abrazolasa

1 program Terv;

2 const

3 maxP=20000; /1

4 maxE=100000; //

5 type

6 Pont=1..maxP;

7 Lanc=longint;

8 Cella=record pont:longint; csat:Lanc end;
9 Graf=array [1..maxP] of Lanc;

10 var

11 N,M:longint;

12 G:Graf;

13 Elek:array[1..maxE] of Cella;
14 H:array[1..2+xmaxP] of 0..maxP;
15 BeFok:array[1..maxP] of 0..maxP;
16 Nap:lonqint:



17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37

procedure Beolvas;
/! Globalis: G, Elek,Befok
var
i,p,q:longint;
szabad:Lanc;
begin
ReadLn(N, M);
for p:=1 to N do begin
Glp]:=0;
Befok[p]:=0;
end;
szabad:=1;
for i:=1 to M do begin
Readln(p,q);
readin(p,q);
Elek[szabad]. pont:=q;
Elek[szabad]. csat:=G[p];
G[p]:=szabad;
inc(szabad);
end ;
end ;

/1
/1



38
39
10
A1
42
13
A4
A5
16
A7
18
19
50
51

procedure Kilr;

var i,ind:longint;

begin

WriteLn (Nap);

ind:=1;
for i:=1
repeat

Write (H[ind],’_’);

to Nap do begin

Inc(ind)

until H[ind]=0;

Inc(ind);
WriteLn ();

end{for
end{ Kilr};

i};



52
53
54
55
56
57
58
59
50
51
52
63

65

procedure Szamit;
var
i,eleje ,vege, p,q:longint;
El:Lanc;
begin
Nap:=0; vege:=0;
for i:=1 to N do —
if Befok[i]=0 then begin
Inc (vege);
H[vege]:=i;
end;
Inc (vege);
H[vege]:=0;
eleje:=1;



56 while True do begin

57 Inc(Nap);

68 while H[eleje]<>0 do begin

69 p:=H[eleje];

70 Inc(eleje);

71 El:=G[p];

72 while El<>0 do begin {a p—q élek feldolgozasa}
73 q:=Elek[EIl].pont;

74 El:=Elek[EIl]. csat; {tovabblépés a lancban}

75 Dec(BeFok[q]);

76 if BeFok[q]=0 then begin{q felvétele az akt. napra}
77 Inc(vege);

78 H[vegel]l:=q;

79 end;

80 end{while El};

31 end{while eleje};

82 if vege=eleje then Break;

83 Inc(vege);

84 H[vege]:=0;

85 Inc(eleje);

36 end{while};
87 end{Szamit};



88 begin{Program}
89 Beolvas;

90 Szamit;

91 Kilr ;

92 end.



3.1. Feladat: Kiut keresés labirintusban.

Egy négyzetracsos haldzattal leirhatd labirintusban adott start helyrél adott cél helyre kell eljutni
a lehetd legrévidebb dton. A labirintusban minden mez6 vagy fal, vagy kézlekedésre hasznalhaté
folyosé egy része. Egy Iépésben szomszédos mezdre Iéphetiink, balra, jobbra, felfelé vagy lefelé.
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21. abra.
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Megoldas
Modell:

Tfh. a labirintus sorainak szama n, oszlopainak szdma m. Tekintsik azt a G = (V,E) gréfot, ahol

V={(y):1<x<nAl<y<mA/(x,y)nem fal}

(x,y) — (x,¥) € E akkor és csak akkor, ha |x —X| + [y —y| = 1 valamint (x,y) és (X,y) nem fal.

Vagyis az (x,y) mezordl egyetlen Iépéssel juthatunk az (x,y) mezore.

Tehat a feladat nem mas, mint egy (Xk,Yk) ~» (Xc¢,Xc) legrovidebb Ut keresése, ha a start mezd

(Xk,Yk) a célmezé pedig (Xc,Xc).

A feladat tehat megoldhaté szélességi bejarassal, a labirintus graf szamitott-graf arazolasat hasz-

nalva.

1 1
(x=1y) (-1,0)
4 1 (xy-1)| (xy) | (xy+1) 2 41 (0,-1) (0,1)
(x+1,y) (1,0)
3 3

22. dbra. A lehetséges lépések




3.2. Elemi grafproblémak
3.2.1. Utak
Legyen G = (V, E) iranyitott (irdnyitatlan) graf.

3.1. definicié. p,q € V-re egy p-bdl q-ba vezeté ut G-ben, jele: T : p ~ q, olyan
n = (po,p1,--- ,Pr) pontsorozat, ahol

pi # pj, hai# j, p = po €s q = py, tovabba

p=q=po,vagy (Vie{l,....k}) ((pi-1,pi) € E).

3.2. definicié. A = p ~» g Ut hossza,

Tt| = |p ~» q| = k (az utat alkotd élek szama)

3.3. definicio. p-bdl g-ba vezetb legrévidebb Ut hossza, p és q tavolsaga:

o ha nincs p~>q
3(p.q) = { : (1)
PO\ Minjx:pgl) 7:pg
3.4. definicié. A m = (po,p1,- -, pk) pontsorozatot a po-bél py-ba vezets sétanak nevezziik, ha

(Vie{l,....k})(pi-1,pi) €E

3.5. definici6. HaG = (V,E,C) éleiaC : E — R fliggvénnyel sulyozottak, akkor a p ~+ q Ut hossza
P~ gl = Xisy C(pi-1, pi)-



A p és g pont tavolsaga:

o ha nincs p-~>q
Min{|n:p~>q|} T:p~gq

s(p.0) = {

3.6. definicio. AG = (V,E) (irdnyitatlan) grafnak az F = (V E) grafar € V gyokerli feszitéfdja, ha
1. F részgréfia G-nek (V CV,E CE,) és fa.
2. (Vp € V) havanr ~ p G-ben, akkor és csak akkor, ha van r ~ p F-ben.

3.7. definicio. A G = (V,E) (irdnyitatlan, sulyozott) grafnak az F = (V ,E) grafar € V gyokeri leg-
révidebb utak feszitéfaja (LUF), ha

1. F r-gyokerl feszitéfaja G-nek, és

2.Vp eV-radg(r,p) =0r(r,p)-



3.2.2. Utproblémak

Vaneut?
1. Adott p,qg € V-re van-e p ~» g Ut?

Elérheto pontok
2. Adott p-re az Elr(p) = {q: p ~> q} halmaz kiszamitasa.

Két pont kozo6tti legrovidebb ut
3. Adott p,q € V-re 8(p,q) és egy p ~+ q legrovidebb Ut kiszamitasa.

Egy ponttbdl induld legrévidebb utak
4. Adott p-re minden g-ra d(p,q) és egy p ~ ¢ legrévidebb Gt kiszamitasa.

Legrévidebb utak minden pontparra
5. Minden p, g pontparra 8(p,q) és egy p ~> q legrovidebb Ut kiszamitasa.



4. Szélességi bejaras

Bemenet: G = (V, E) (iranyitott vagy irdnyitatlan) graf és egy r € V pont.

Kiszamitandé minden p pontra az r-bdl p-be vezetd legrévidebb Gt hossza, és legrévidebb Gt.
Kimenet: D:V — N, Apa :V — V, hogy

D(p) = 8(r,p) és

az F = (V,E) gréf, ahol

V={p:Apa(p) #nullV p=r},

E={(p,q) :Apa(q) = p A p # null}

Az F graf a G graf r-gyokeri legrévidebb utak feszitéfaja (LUF).

4.1. Elvi algoritmus

Legyen G = (V, E) terszbleges iranyitott, vagy iranyitatlan graf.
Jeldlje S(7) azon p pontok halmazat, amelyek  tavolsara vannak r-tol.

S(t)y={peV:98(r,p) =t}

Nyilvanvalé, hogy S(0) = {r}.

Jelolés: D(p) = d(r, p)

Nyilvanvalé, hogy minden ¢ > 0-ra és minden ¢ € S(¢) van olyan p € S(t — 1), hogy (p,q) € E
Forditva, ha p € S(t — 1) és (p,q) € E, akkor D(q) <+ 1, hiszen van ¢ + 1 hosszu Ut r-bél g-ba,
mert van ¢ hosszu (legrévidebb) ut r-bdl p-be és van él p-bél g-ba: r ~~ p — q.

Tehat az S(r) halmaz eldallithatd az S(r — 1) halmazbol.



Inf :=|V|; /pontok szama
for p € V.do D(p) :=Inf;
D(r):=0;
S:={r};
repeat
St :=0;
for p € S do begin
for g € KiEl(p) do // minden p — q élre
if D(q) = Inf then begin /g benemjart
D(q) :=D(p)+1;
Apa(q) := p; //p-b6l megyiink g-ba
St :=St+{q};
end;
end;
S = St;
until S <> 0;
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A szélességi bejaras megvalositasa Pascal nyelven

procedure SzeltBejar(r:PontTip; N:longint; const G:Graf;
var D:array of longint; var Apa:array of longint);
//r—bo6l induldé legrévidebb utak meghatarozasa
var
S:Sor;
p,q:PontTip; i:integer;
begin
for p:=1 to N do D[p]:=Inf;
D[r]:=0; Apa[r]:=0;
Letesit(S);
Sorba(S,r);
while Elemszam(S)>0 do begin
p:=SorBol(S);
for i:=1 To KiFok[p] Do Begin —
q:=G[p,i1];
if D[q]l=Inf then begin
Apa[q]:=p;
D[q]:=D[p]+1;
Sorba(S,q);
end;
end — ;
end ;
end ;
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A Sor adattipus megvalésitasa

const
SorMeret=10000;
type
PontTip=integer;
Sor=record
Tar:Array[1..SorMeret] of PontTip;
eleje ,vege:integer;

end;
procedure Letesit(var S:Sor);
begin

S.eleje:=1; S.vege:=1;
end ;
procedure Sorba(var S:Sor; p:PontTip);
begin
S.Tar[S.vege]:=p;
Inc(S.vege);
end ;
function SorBol(var S:Sor):PontTip;
begin
if S.eleje>=S.vege then exit;
SorBol:=S.Tar[S.eleje];
inc(S.eleje);
end ;
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25
26
27

function Elemszam(var S:Sor):integer;
begin

Elemszam:=S.vege-S. eleje;
End{Elemszam};



4.1.1. Egy legrévidebb ut kiiratasa

procedure UtKilro(r,p:PontTip);
/1 Globalis: Apa
var u,i:longint;
Ut:array[1..maxP] of longint;
begin
u:=0;
while p<>r do begin
inc(u);
9 Ut[u]:=p;
10 p:=Apa[p];
11 end;
12 write(r);
13 for i:=u downto 1 do begin
14 write(’—’,Ut[i]);
15 end; writeln ();
16 end;

0O NOoO O~ WD =



4.2. Feladat: Mérokannak

Egy gazdanak két kannaja van, az egyik A literes, a masik pedig B. Szeretne kimérni pontosan L
liter vizet az els6 kannajaba. Az alabbi miiveleteket lehet végezni a kimérés soran:

1. Az A-literes kanna teletdltése

2. A B-literes kanna teletéltése

3. Az A-literes kanna kilritése

4. A B-literes kanna kitritése

5. Attdltés az A-literesbdl a B-literesbe (amig az tele nem lesz, ill. van A-ban)

6. Attdltés a B-literesbdl az A-literesbe (amig az tele nem lesz, ill. van B-ben)
Adjunk olyan algoritmust, amely meghataroz egy (legkevesebb lépésbdl all6) kimérést!

Bemenet
A kimer.be szbveges allomany elsd sora a két egész szamot tartalmaz, a két kanna Urtartalmat:
AB(0 < A,B <=200). A masodik sor a kimérendé mennyiséget tartalmazza.

Kimenet

A kimer.ki szbveges allomany elsé sora a kimérés lépéseinek (minimalis) m szamat tartalmazza.
A masodik sor pontosan m egész szamot tartalmazzon egy-egy sz6kdzzel elvalasztva, a kimérés
lépéseit.



Példa bemenet és kimenet

bemenet kimenet
9 4 8

6 15454515






























kezdb allapot: (0,0)



kezdb allapot: (0,0)
1 Ontéssel kaphat6 allapotok: (9,0) (0,4)



kezdb allapot: (0,0)
1 Ontéssel kaphat6 allapotok: (9,0) (0,4)
2 bntéssel kaphat6 allapotok: (9,4) (5,4) (4,0)



kezdb allapot: (0,0)

1 Ontéssel kaphat6 allapotok: (9,0) (0,4)

2 bntéssel kaphat6 allapotok: (9,4) (5,4) (4,0)
3 6ntéssel kaphato allapotok: (5,0) (4,4)



kezdb allapot: (0,0)

1 Ontéssel kaphat6 allapotok: (9,
2 bntéssel kaphato allapotok: (9,
(5
(1

3

(4,0)
3 dntéssel kaphato allapotok:
4 dntéssel kaphato allapotok:

3 )

» O » O

0,4
5,4
4,4
8,0
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kezdb allapot: (0,0)

1 6ntéssel kaphaté allapotok: (

2 bntéssel kaphat6 allapotok: (

3 dntéssel kaphato allapotok: (

4 dntéssel kaphat6 allapotok: (
(

9
9,
5
1
5 6ntéssel kaphaté allapotok: (1



kezdb allapot: (0,0)

1 6ntéssel kaphaté allapotok:
2 dntéssel kaphato allapotok:
3 dntéssel kaphato allapotok:
4 dntéssel kaphato allapotok:
5 6ntéssel kaphaté allapotok:
6 6ntéssel kaphato allapotok:

(
(
(
(
(
(

9
9
5
1
1
0

0
4
0
4
0
1

)
)
)
)
)
)



kezdb allapot: (0,0)

1 Ontéssel kaphat6 allapotok: (

2 bntéssel kaphat6 allapotok: (

3 6ntéssel kaphatd allapotok: (

4 6ntéssel kaphato allapotok: (
(
(
(

) 3

(4,0

H 3

)

5 6ntéssel kaphaté allapotok:
6 6ntéssel kaphato allapotok:
7 6ntéssel kaphat6 allapotok:

J E)

9,0) (0,4
9,4) (5,4
5,0) (4,4
1,4) (8,0
1,0) (8,4
0,1) (9,3
9,1) (0,3

~— — ~— — ~— ~— ~—

) I



kezdb allapot: (0,0)

1 Ontéssel kaphat6 allapotok: (9,0) (0,4)
2 bntéssel kaphat6 allapotok: (9,4) (5,4) (4,0)
3 6ntéssel kaphato allapotok: (5,0) (4,4)
4 6ntéssel kaphato allapotok: (1,4) (8,0)
5 dntéssel kaphat6 allapotok: (1,0) (8,4)
6 dntéssel kaphaté allapotok: (0,1) (9,3)
7 dntéssel kaphaté allapotok: (9,1) (0,3)
8 Ontéssel kaphato allapotok: (6,4) (3,0)

Megoldas

Minden allapot azonosithat6 egy (x,y) szamparral (0 <x <A, 0 <y < B).

A kezdb allapot (0,0). Tudjuk, hogy egy adott (x,y) allapotbél egyet 6ntéssel milyen allapotok kelet-
kezhetnek.

Tekinstk azt a G = (V,E) gréfot, amelynek pontjai az allapotok, tehat V = {(x,y) : 0 < x <A,
0 <y <B} és (x,y) — (x,y) akkor és csak akkor él a G grafban, ha az (x,y) allapot egyetlen
ontéssel megkaphat6 az (x,y) allapotbdl. Miden pontbdl legfeljebb 6 él indul ki, és ezek végpontjai
kiszamithatok x, y figgvényeként. Tehat szamitott graf dbrazolas alkalmazhaté.

Tehat a feladat olyan (0,0) ~» (x,L) legrovidebb Ut keresése a G grafban.

A legrovidebb utak feszitéfajat az Apa : 0..A x 0..B — 0..A x 0..B flggvénnyel abrazoljuk. Tehat
Apa(p) = q azt jelenti, hogy az (0,0) ~+ p legrovidebb Uton p elétt ¢ szerepel, azaz (0,0) ~» p =
(0,0) ~» g — p. Hanem létezik (0,0) ~» p (kezdetben minden p <> (0,0)-ra) akkor Apa(p).x = —1.
Az (x,y) parok abrazolasara rekord (struct) tipust hasznalunk; Allapot=record x,y:word end.
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program Merokannak;
const
MaxV=200;
SorMeret=5000;
type
Allapot= record x,y : integer end;
Sor=record

eleje ,vege:Word; Tar:array[1..SorMeret] of Allapot;

end;

procedure Letesit(var S:Sor);
begin
S.eleje:=1; S.vege:=1;
end ;
Procedure Sorba(var S:Sor;v:Allapot);
begin

S.Tar[S.vege]:=v; Inc(S.vege);
end;
function Sorbol(var S:Sor): Allapot;
begin

SorBol:=S.Tar[S.eleje]; Inc(S.eleje);

end;
function Elemszam(var S:Sor):integer;
begin
Elemszam:=S.vege-S.eleje;
End :



6
7
8
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
10
A1
A2
13
A4
A5
16
A7
18
49
50

var
A,B,L:Word;
Apa: array[0..MaxV,0..MaxV] of Allapot;
S:Sor;

Procedure Beolvas;
var
BeF: Text;
begin
Assign(BeF, 'kimer.be’); Reset(BeF);
ReadLn(BeF,A,B);
ReadLn(BeF,L);
Close(BeF);
end ;

Procedure Kilr;
const
maxA=10000;
var KiF:Text;
x,y,m,i,lepes:integer;
Lehet:boolean;
szep:string;
U,V:Allapot;
Lepsor:array[1..MaxA]of Allapot;
begin



51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
51
52
53
64
)
56
57
68
69
70
/1
72
73
74
75

Assign (KiF, ’kimer.ki’); Rewrite (KiF);
lehet:=false;
for y:=0 to B do if Apa[L,y].x>0 then begin
lehet:=true; U.y:=y;
break;
end;
if not lehet then begin
writeln (KiF,0);
close (KiF); exit;
end;
U.x:=L; m:=0;
while (U.x<>0)or(U.y<>0) do begin
inc(m);
LepSor[m]:=U;
U:=Apa[U.x,U.y];
end;
U.x:=0; U.y:=0;
writeln (KiF ,m);

szep:=’’;
for i:=m downto 1 do begin
V:=LepSor[i];
if (V.x=A)and(U.y=V.y) then begin
lepes:=1;

end else if (U.x=V.x)and(V.y=B) then begin
lepes:=2:
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31
82
83
84
85
86
37
38
39
90
91

end

end else if (V.x=0)and(U.y=V.y) then begin
lepes:=3;
end else if (U.x=V.x)and(V.y=0) then begin
lepes:=4;
end else if (V.x=0)and(V.y=U.x+U.y) or (V.x=U.x—(B-U.y))and(V.y=B) th
lepes:=5;
end else begin
lepes:=6;
end;
write (KiF,szep,lepes);
szep:='_’;
U:=Vv;
end —-1;
writeln (KiF);
Close (KiF);
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00
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procedure Szamit;
var
X,y :Word;
U,V:Allapot;
begin
for x:=0 to A do
for y:=0 to B do Apa[x,y].x:=—1;
Letesit(S);
Apa[0,0].x:=0;
U.x:=0; U.y:=0;
Sorba(S,U);
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while (Elemszam(S)>0) do begin

U:=Sorbol(S);

if (U.x=L) then break;

if Apa[A,U.y].x<0 then begin
V.x:=A; V.y:=U.y;
Apa[V.x,V.y]:=U;
Sorba(S,V);

end;

if Apa[U.x,B].x<0 then begin
V.x:=U.x; V.y:=B;
Apa[V.x,V.y]:=U;
Sorba(S,V);

end;

if Apa[0,U.y].x<0 then begin
V.x:=0; V.y:=y;
Apa[V.x,V.y]:=U;
Sorba(S,V);

end;

if Apa[U.x,0].x<0 then begin
V.x:=U.x; V.y:=0;
Apa[V.x,V.y]:=U;
Sorba(S,V);

end;



27 if U.x+U.y<=B then begin

28 V.x:=0; V.y:=U.x+U.y;

29 end else begin

30 V.x:=U.x—(B-U.y); V.y:=B;
31 end;

32 if Apa[V.x,V.y].x<0 then begin
33 Apa[V.x,V.y]:=U;

34 Sorba(S,V);

35 end;

36 if U.x+U.y<=A then begin
37 V.y:=0; V.x:=U.x+U.y;

38 end else begin

39 V.y:=U.y—(AU.x); V.x:=A;
10 end;

41 if Apa[V.x,V.y].x<0 then begin
42 Apa[V.x,V.y]:=U;

13 Sorba(S,V);

44 end;

15 end ;

16 end ;

47 begin

A8 Beolvas;

19 Szamit;

50 Kilr ;

51 end.



5. Mélységi bejaras
5.1. Elso képtar latogatas

Egy sok terembdl allé képtarban teszlink latogatast. Tudjuk, hogy a fébejarattél a képtar barmely
termébe pontosan egy utvonalon keresztil lehet eljutni.

Adjunk olyan bejarasi stratégiat, amely biztositja, hogy minden terembe eljutunk (minden képet
pontosan egyszer néziink meg)!

9 5 2 | 1 | 4
|
10 6 3
7 1
12

23. abra.



Megoldas
A fal mellett mindig jobbra haladjunk.
Tekintsik azt a G = (V,E) grafot, amelynek pontjai (csucsai) a képtar termei, V = {1,...

e

8
5.—L
L,
— j!;
10 6 3
—

113,

]

-

L
L]

U

24. abra.

(p,q) € E akkor és csak akkor, ha p terembdl nyilik ajt6 a ¢ terembe.
Ez a graf fa, ezért lehet a fenti stratégiaval bejarni a képtar minden termét.



25. abra.



26. abra.



27. abra.



5.2. Masodik képtarlatogatas

Egy sok terembdl all6 képtarban tesziink latogatast. Adjuk meg egy bejarast, amely biztositja, hogy
minden terembe eljutunk és a végén visszaérkezlnk a kiindulasi terembe!
Minden teremben kiraktak a terem sorszamat és minden ajton rajta van, hogy melyik terembe vezet.

@ @)

T 71 4 oe
@ | @

. @

28. abra. A képtér termeinek alaprajza



o Mit kell tudnunk?

1. Jartunk-e mar az adott teremben?

2. Melyik terembdl [éptlink el6szér az adott terembe?



o Mit kell tudnunk?

1. Jartunk-e mar az adott teremben?

2. Melyik terembdl [éptlink el6szér az adott terembe?

Minden p teremre Honnan(p) legyen annak a teremnek a szdma, amelybdl elészor 1éplink a p
terembe. Kezdetben legyen minden p-re Honnan(p) = —1. igy ha a p teremben vagyunk, és a ¢
terembe vezet ajtd, a Honnan(q) értéke alapjan el tudjuk donteni, hogy jartunk-e g-ban.



<t

terem

honnan

utvonal 1




<t

terem

honnan

utvonal 1 2




<t

terem

honnan

utvonal 1 2 3




<t

terem 1

honnan|-1| 1

utvonal 1 234




<t

terem 1

honnan|-1| 1

utvonal 1 2343




<t

terem 1

honnan|-1| 1

utvonal 1 23 435




<t

terem 1

honnan|-1| 1

utvonal 123 435 3




<t

terem 1

honnan|-1| 1

2

utvonal 1 23 435 32




<t

terem 1

honnan|-1| 1 | 2

utvonal 123 435 321




<t

o (D

terem 1

honnan|-1| 1 | 2

utvonal 123435 3217




<+

terem 1

honnan|-1| 1 | 2

utvonal 123435 32171




<+

(0 ®

terem 1

honnan|-1| 1 | 2

3

utvonal 123435321719




<+

terem 1

honnan|-1| 1 | 2

3

utvonal 1234353217191




<+

terem 1

honnan|-1| 1 | 2

3

utvonal 1 2343532171918




<+

terem 1

honnan|-1| 1 | 2

3

utvonal 123 435321719186




<+

terem 1

honnan|-1| 1 | 2

3

utvonal 123 4353217191868




<+

® e

terem 1

honnan|-1| 1 | 2

3

utvonal 12343532171918681




®

terem 12

honnan|-1| 1 | 2

3

utvonal 123 43532171918681
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Az algoritmus:

itt = 1; /! {az aktualis terem}
Honnan[1] = O0; // {az utcarol léptink a fobejarat termébe}
while (itt != 0) do begin{//{amig vissza nem értiink a bejarat/kijarathoz}
if (itt-—nek van benemjart szomszédos terme:hova) then begin
Honnan[hova] := itt;
itt := hova; // {tovabblépés a szomszédos terembe}
end else else //{nincs benemjart szomszédos terem}
itt := Honnan[itt];//{visszalépés}
end

A graf-modell: A graf pontjai a termek, két terem kéz6tt akkor és csak akkor van él, ha kéz6éttik ajto,
amelyen at lehet menni egyikbdl a masikba (és forditva).






31. dbra. A bejaras alkotta (mélységi) feszitofa



5.3. Nemrekurziv megvalésitas

A graf élhalmaz-tdmb abrazolasat hasznalva.

1 begin{Program}

2 Beolvas;

3 for i:=1 to n do begin

4 Honnan[i]:=0;

5 Szomszed[i]:=0;

6 end;

7 itt:=1;

8

9 while itt >0 do begin

10 write (itt ,’’);

11 repeat {benemjart szomszéd keresése}

12 inc (Szomszed[itt]);

13 until (Szomszed[itt]>Fok[itt])or(Honnan[G[itt ,Szomszed[itt]]]=0);
14 if Szomszed[itt]<=Fok[itt] then begin {van benemjart szomszéd}
15 hova:=G[ itt ,Szomszed[itt ]];

16 Honnan[hova]:=itt; {itt—bol lépiink hova—ba}

17 itt:=hova; {itt —hova atlépés}

18 end else {nincs benemjart szomszéd}

19 itt:=Honnan[itt]; {visszalépés}

20 end{while};
21 end.



5.4. Rekurziv megvaldsitas

1 procedure MelyBejar(p:integer);
2 {Global: G, Fok, Apa}

3 var

4 i,q:integer;

5 begin

6 write(’_’,p);

7 for i:=1 to Fok[p] do begin
8

q:=G[p,i]; {p—q el ?}
9 if Apa[ql<0 then begin {g—ban még nem jartunk}
10 Apa[q]:=p; {p—bol jottink g-ba}
11 MelyBejar(q); {g—bobl elérhetok bejarasa}
12 write (KiF,’ .’ ,p); {vissza kell menni p—be}
13 end;

14 end{for i};
15 end{MelyBejar};
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

5.5. Elek osztalyozasa

Médisitsuk a mélységi bejarast ugy, hogy szinezzik a bejaras soran a graf pontjait: kezdetben min-
den pont szine legyen Fehér, amikor el6szor elérlink egy pontot, akkor szinezzik Szurkére, amikor
befejeztlk a pontpol elérhetd pontok bejarasat, akkor szinezziik a pontot Feketére.

procedure MelyBejar(p:integer);
{Global: G, Fok, Szin, Apa}
var

i,gq:integer;
begin

Szin[p]:=Szurke;

for i:=1 to Fok[p] do begin

q:=G[p,i1]; {p—>q el ?}

if Szin[q]=Feher then begin {p—q fael}
Apal[q]l:=p; {p—bol jottink g-ba}
MelyBejar(q); {—bol elérhetok bejarasa}l

end else if Szinq]=Szurke then begin{p—q visszaél}
end else begin{p— eloreél vagy keresztél}

end;
end{for i};
Szin[p]:=Fekete;
end{MelyBejar};



Az p — q él vizsgélatakor, Szin[q| alapjan az osztélyozas:

Szin[q] = Feher akkor az él faél,

Szin|q] = Szurke akkor az él visszaél,

Szin|q] = Fekete és p-t elobb értlk el, mint g-t, akkor az él eldreél,
Szin|q] = Feher és g-t elébb értlk el, mint p-t, akkor az él keresztél.

32. abra. Elek osztalyozasa: z0ld: faél, piros: visszaél, kék: eléreél, fekete: keresztél



Allitas: Minden G iranyitatlan graf barmely mélységi bejarasa soran minden él vagy faél, vagy visszél
lesz.

Bizonyitas: Legyen (p,q) tetsz6leges él a grafban és tegyik fel, hogy a p pontot értik el elébb a
bejaras soran. g biztosan elérhetd a p pontbdl, ezért a bejaras soran minda p -+ g minda g — p
élet vizsgdljuk. Ha a p — ¢ élet vizsgaljuk elébb, akkor g szine Fehér, tehat faél lesz, ha a ¢ — p-t
vizsgaljuk eldbb, akkor, mivel p szine Szurke, az él visszaél lesz.

5.6. Topologikus rendezés

Egy G ==V, E) irdnyitott graf topologikus rendezésén a graf pontjainak egy olyan

Ply---sPn

felsorolasa, hogy barmely u — v e E élu = p; és v= p; esetén i < j. (Tehat u elobb szerepel a
felsorolasban, mint v).

Allitas: A G grafnak akkor és csak akkor van topologikus rendezése, ha G kdrmentes.

Allitas: A G grafnak akkor és csak akkor van topologikus rendezése, ha G barmely mélységi bejarasa
soran nincs visszaél.

Allitas: Ha a mélységi bejaras soran a pontokat a befejezési idé szerint (amikor a szinét Fekete-re
allitjuk) forditott sorrendben leirjuk, akkor egy topologikus rendezést kapunk.

Valdban, amikor a Szin[p| := Fekete utasitast végrehajtjuk, akkor az dsszes olyan pontot mar leirtuk
a sorba, amelyek p-bdl elérhetok.



procedure TopRend(const G:Graf; const Fok:array of longint; n:longint;

var T:array of longint; var Van:boolean);
var
m:longint;
procedure MelyBejar(p:longint);
{Global: G, Fok, Szin, m, T}
var
i,q:longint;
begin{MelyBejar};
Szin[p]:=Szurke;
for i:=1 to Fok[p] do begin

q:=G[p,i]; {p—q el ?}
if Szin[q]=Feher then begin {p—q fael}
MelyBejar(q); {g—bol elérhetok bejarasa}

if m<0 then exit;
end else if Szinq]=Szurke then begin{p—q visszaél}
m:=—1; exit;

end;
end{for i};
Szin[p]:=Fekete;
T[m]:=p;
dec(m);

end{MelyBejar};
begin {TopRend};
m:=n,;



26 for i:=1 to n do Szin[i]:=Feher;

27 for i:=1 to n do if Szin[i]=Feher then
28 MelyBejar(i);

29 Van:=m=0;

30 end ;



5.7. Utcasepro

A varos elhatarozta, hogy minden nap végigmegy a varos utcain az egyetlen utcaseprd gépe. A
varos minden utcaja kétiranyu, és az utcasepronek is be kell tartania a kézlekedési szabalyokat.
Adjunk olyan utvonalat, amelyen haladva az utcaseprd minden utcaban pontosan egyszer halad
végig mindkét iranyban.



33. abra.



34. abra. Mélységqi felszitéfa alapjan az atvonal: 1-2-3-1-3-2-4-1-4-2-5-1-5-2-1-6-1
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20
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22
23
24
25

program Utcasepro;
const
MaxN=500;
type
Paletta=(Feher,Szurke, Fekete);
var
N,i:longint;
G:array[1..MaxN, 1..MaxN] of longint;
Apa,Fok:array[1..MaxN] of longint;
Szin:array[1..MaxN] of Paletta;
procedure BeOlvas;
var i,x:longint;
BeF:Text;
begin
ReadLn(N);
for i:=1 to n do begin
Fok[i]:=0;
Read(x);
while (x<>0) do begin
inc(Fok[i]);
G[i,Fok[i]]l:=x;
read(x);
end;
end;
end :



26 procedure MelyBejar(p:longint);
27 {Global: G, Fok, Apa}

28 var

29 i,q:longint;

30 begin

31 write(’.’,p);

32 Szin[p]:=Szurke;

33 for i:=1 to Fok[p] do begin

34 q:=G[p,il;

35 if Szin[q]=Feher then begin {g—ban még nem jartunk}

36 Apa[q]l:=p; {p—bol jottink g-ba}

37 MelyBejar(q); {q—bol elérhetok bejarasa}
38 write(’.’,p); {vissza kell menni p—be}
39 end else if (Szin[q]=Szurke)and(q<>Apa[p]) then begin
40 write(’_",q, 7.7 ,pP); {—gq—p}

11 end;

42 end{for i};

43 Szin[p]:=Fekete;

44 end{MelyBejar};

A5

46 begin{Program}

A7 Beolvas;

48 for i:=1 to n do Szin[i]:=Feher;
49 MelyBejar(1);

50 end.



6. Euler-séta, Euler-kor

6.1. definicié. A G = (V,E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) grafban Euler-séta olyan séta, amely a gréaf
minden élét pontosan egyszer tartalmazza.

6.2. definicio. A G = (V,E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) grafban Euler-kér olyan séta, amely a graf
minden élét pontosan egyszer tartalmazza, és a séta elsé és utolsé pontja megegyezik.

6.3. tétel. A G = (V,E) irdnyitott grafban akkor és csak akkor van Euler-séta, ha van G-ben olyan
pont, amelybbl barmely mas pont elérhetd, és vagy minden pont kifoka megegyezik befokaval (ekkor
a séta korséta),

(Vv € V)(KiFok(v) = BeFok(v)) 3)
vagy vanolyana €V és b €V pont, hogy

KiFok(a) = BeFok(a) + 1 és BeFok(b) = KiFok(b) + 1 (4)
(WweV)(v#aAv#b= KiFok(v) = BeFok(v)) (5)



6.4. tétel. A G = (V,E) irdnyitatlan grafban akkor és csak akkor van Euler-séta, ha dsszefliggd, és

(Vv € V)(Fok(v) péros)
(ekkor a séta kérséta) vagy van olyana €V és b € V.a # b pont van, hogy

Fok(a) paratlan
Fok(b) paratlan
(Vv eV)(v#aAv#b= Fok(v) paros)

(6)

A~ N S
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Bizonyitas iranyitott grafra

Tth. KiFok(a) = BeFok(a) + 1 és BeFok(b) = KiFok(b) + 1. Vegylnk egy olyan vak sétat, amely
az a pontbdl indul, tetszélegesen haladunk, t6roljik azokat az éleket, amelyeken athaladunk. Addig
menjink, ameddig olyan ponthoz ériink, amelybdl mar nem indul ki (benemjart) ét.

A séta biztosan a b ponban ér véget, mert a séta minden bels p pontjara KiFok(p) = BeFok(p),

A~ 00— 00— 00 >0 >0 > |

35. abra.

qa— > 0—> 00— 00— | > 0 >0 > |

VAN

N
ST
36. dbra.

igy ha ilyen pontba Iéptlink be, akkor abbdl ki is tudunk 1épni.

Legyen u egy (az utolsd) olyan pont az a ~+ b sétaban, amelybdl indul ki benem jart él. Ha nincs

ilyen, akkor a séta a graf minden élét tartalmazza.

VegyUnk egy vak sétat, amely az u pontbdl indul. Ez biztosan az u pontban végzédik. Kapcsoljuk be

ezt az a ~» b sétaba.
Folytassuk ezt mindaddig, amig van benemijart él.
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6.1. Euler-séta keresés iranyitott grafra

1 Program EulerSeta; {Euler—séta keresés iranyitott grafra}
2 Const

3 MaxP=10000; {a pontok max. szama}

4 MaxM=100000; {az élek max. szama}

5 Null=0;

6 Type

7 PontTip=0..MaxP;

8 Cella=Record

9 Pont:PontTip; csat:0..MaxM;

10 End;

11 Graf=Array[1..MaxP] Of 0..MaxM; {a grafabrazolas tipusa }
12 Uttip=array [0..MaxM] of 0..MaxP;

13 VeremT=record teto:longint; Tar:array[1..MaxP] of longint end;
14 Var

15 N, {a pontok szama }

16 E:Longint; {az élek szama}

17 G: Graf;

18 KiFok ,BeFok: Array[1..MaxP] of longint;

19 El:Array[1..MaxP] of Cella; {az elso aktiv él: p—qg=EI[G[p]].pont}
20 Szabad:longint; {az els6 szabad cella}

21 Ut:UtTip; {a séta pontjai }

22 V:VeremT;



3
4
5
6
7
8
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
10
A1
42
13
A4
A5

Procedure Beolvas;
Var BeF:Text;

u,v:PontTip;

i :Longint;

Guv:longint;

Begin
szabad:=1;

Assign (BeF,

ReadLn(BeF, N, E);

For u:=1 To N Do Begin
G[u]:=Null;
KiFok[u]:=0;
BeFok[u]:=0;

End;

’eulerkor.be’); Reset(BeF);

For i:=1 To E Do Begin
ReadLn(BeF, u,v);
Guv:=szabad; inc(szabad);
EI[Guv].pont:=v; EI[Guv].csat:=G[u];

G[u]:=Guv;

Inc (KiFok[u]); Inc (BeFok[Vv]);

End
Close(BeF);
End



A6
A7
A8
49
50
51
52
53
54
)
56

Procedure Kilr;
Var
KiF : Text;
i:longint;
Begin
Assign (KiF, ’eulerkor.ki’);
for i:=1 to E do
write (KiF,Ut[i],’.");
Writeln (kiF);
Close (KiF);
End ;

Rewrite (KiF);



57
58
59
60
51
52
63
64
55
66
67
58
59
70
/1
72
73
74
75
76

Procedure VeremBe(p:longint);
begin

inc(V.teto); V.Tar[V.teto]:=p;
end;
Procedure Torol;
begin

dec(V.teto);
end;
function Teteje:longint;
begin

Teteje:=V.Tar[V.teto];
end;
function NemUres:boolean;
begin

NemUres:=V. teto >0;
end;
Procedure Letesit();
begin

V.teto:=0;
end;



77
78
79
80
31
82
83
84
85
36
87
38
39
90
91
92
93
94
95
96

procedure EulerSetaKeres(var G:graf; a:longint; n:longint; m:longint; var L
{A G grafban a—bdl indulé Euler—sétat készit}
var p:PontTip;

k:longint;
begin
Letesit(m); {verem létesités}
VeremBe(a);
K:=m;
while NemUres do begin {amig a verem nem lres}
p:=Teteje;
if G[p]l=Null then begin{nincs mar p—bol benemjart él}
Torol; {p—t toroljiuk a verembol}
Ut[k]:=p;
dec(k);
end else begin {tovabb a p—q élen}

VeremBe (EI[G[p]]. pont);
G[p]l:=EI[G[p]].- csat;
end;
end{while};
end{ EulerUt};



97
98
99
00
01
02
03
04
05
06
07
08
09
10
11
12
13
14
15
16

var

a,b,i:longint;

begin
Beolvas;

a

:=0; b:=0;

for i:=1 to n do begin

if BeFok[i]=KiFok[i] then continue;

if BeFok[i]+1=Kifok[i] then begin
if a=0 then a:=i else a:=n+1;

end;

if BeFok[i]=Kifok[i]+1 then begin
if b=0 then b:=i else b:=n+1;

end;

end;
if a=0 then a:=1;
if (a<=n)and(b<=n) then begin

EulerSetaKeres(G,a,n,E,Ut);
Kilr;

end else

writeln (’Nincs_Euler—séta!’);

end.



6.2. Euler-kér keresés iranyitatlan grafra

Az algoritmus lényege ugyan az, mint irdnyitott esetben. Azonban a hatékony (élek szamaval aranyos
futasi idejll) megvaldsitashoz meg kell oldani az élek hatékony térlését. Mivel iranyitatlan grafot agy
abrazolunk, hogy a (p,q) él esetén p — g és g — p szerepel az &brazolasban, ezért ha a p — g-t
toroljik, akkor t6téIni kell a ¢ — p-tis. Tehat konstans id6ben meg kell talalni a masik iranyu élet. Ezt
megoldhatjuk Ugy, hogy lancolt dbrazolast alkalmazunk, és minden celldban eltaroljuk a masik iranyu
él celldjara mutatd informaciot (cimet). Tovabba, nem érdemes ténylegesen toréini, azaz a lancbol
eltavolitani, hanem csak megjegyezni, hogy térdlve lett.
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37. dbra. Graf dbrazolasa a p — g és g — p élek dsszekapcsolasaval.

Program EulerKor; —
Const
MaxP=10000;
MaxM=100000:



5 Null=0;

6 Type

7 PontTip=0..MaxP;

8 Cella=Record

9 Pont:PontTip;
10 masik:longint;
11 aktiv:boolean;
12 csat:0..MaxM;
13 End;

14 Graf=Array[1..MaxP] Of 0..MaxM; {a grafabrazolas tipusa }
15 Uttip=array [0..MaxM] of 0..MaxP;

16 Var

17 N,E:Longint; {a pontok szama, az élek szama }

18 G:Graf;

19 El:Array[1..MaxP] of Cella; {az elso aktiv él: p—qg=EI[G[p]].pont}
20 Szabad:longint; {az els0 szabad cella}

21 Ut: UtTip; {a séta pontjai }

22 Fok:Array[1..MaxP] of longint;
23 a:PontTip;



4
5
6
7
8
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
A0
11
42
A3
14
A5
16
A7

Procedure Beolvas; Var BeF:Text;

u,v:PontTip;

i, Guv,Gvu:longint;

Begin

Assign (BeF,

ReadLn(BeF, N, E);

For u:=1 To N Do Begin
G[u]:=Null; Fok[u]:=0;

End;

"eulerkor.be’); Reset(BeF);

For i:=1 To E Do Begin
ReadLn(BeF, u,v);
Guv:=szabad; inc(szabad); Gvu:=szabad;
EI[Guv]. pont:=v;
EI[Guv]. csat:=G[u];
ElI[Guv]. masik:=Guv;

G[u]:=Guv;

EI[Gvu]. pont:=u;
EI[Gvu]. csat:=G[Vv];
El[Gvu]. masik:=Guv;

Inc (Fok[u]); Inc(Fok[v]);

G[v]:=Gvu;
End
Close(BeF);

End

inc(szabad);



48 procedure EulerKor (

49 var G:graf; /la graf

50 n:word; m:longint;//a pontok és élek szama

51 a:PontTip; //van a—bdl indulé Euler—ut
52 var Ut:UtTip); /laz at

53 var p:PontTip; q, k:longint;

54 begin

55 Letesit(m);
56 VeremBe(a); k:=m;
57 while NemUres do begin

58 p:=Teteje;

59 while (G[p]l<>Null)and(not EI[G[p]].- aktiv) do G[p]:=EI[G[p]]. csat;
50 if G[p]=Null then begin —
51 Torol; —

52 Ut[k]:=p; dec(k);

53 end else begin —
54 q:=EI[G[p]]- pont

65 VeremBe(q);

656 // EI[G[p]]- aktiv:=false;

57 EI[EI[G[p]]- masik]. aktiv:=false;
58 G[p]l:=EI[G[p]].- csat;

69 end;

70 end ;

71 end ;



72 Begin

73 Beolvas;
74 Elokeszit;
75 EulerKor;
76 End.
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