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1. A szélességi bejaras alkalmazasai.

1.1. Szélességi bejaras

Bemenet: G = (V, E) (irnyitott vagy iranyitatlan) graf és egy r € V pont.

Kiszamitandé minden p pontra az r-bdl p-be vezetd legrévidebb Ut hossza, és legrévidebb t.
Kimenet: D:V — N, Apa :V — V, hogy

D(p) = 3(r.p) és

az F = (V,E) gréf, ahol

V={p:Apa(p) #nullV p=r},

E={(p.q) : Apa(q) = p\p # null}

Az F graf a G graf r-gydker( legrévidebb utak feszitdfaja (LUF).

1.2. Elvi algoritmus

Legyen G = (V,E) terszbleges iranyitott, vagy iranyitatlan graf.
Jelolje S(z) azon p pontok halmazat, amelyek ¢ tavolsara vannak r-tol.

St)={peV:8(rp)=t}

Nyilvanvalé, hogy S(0) = {r}.

Jelolés: D(p) =3(r,p)

Nyilvanvalé, hogy minden ¢ > 0-ra és minden ¢ € S(z) van olyan p € S(r — 1), hogy (p,q) € E
Forditva, ha p € S(t — 1) és (p,q) € E, akkor D(g) <+ 1, hiszen van ¢t + 1 hosszu Gt r-bdl g-ba,
mert van ¢ hosszu (legrévidebb) ut r-bdl p-be és van él p-bél g-ba: r ~~ p — q.

Tehat az S(¢) halmaz eldallithatd az S(r — 1) halmazbdl.



Inf :=|V|; /pontok szama
for p € V.do D(p) :=Inf;
D(r):=0;
S:={r};
repeat
St :=0;
for p € S do begin
for g € KiEl(p) do // minden p — q élre
if D(q) = Inf then begin /g benemjart
D(q) :=D(p)+1;
Apa(q) := p; //p-b6l megyiink g-ba
St :=St+{q};
end;
end;
S = St;
until S <> 0;
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A szélességi bejaras megvalositasa Pascal nyelven

procedure SzeltBejar(r:PontTip; N:longint; const G:Graf;
var D:array of longint; var Apa:array of longint);
//r—bo6l induldé legrévidebb utak meghatarozasa
var
S:Sor;
p,q:PontTip; i:integer;
begin
for p:=1 to N do D[p]:=Inf;
D[r]:=0; Apa[r]:=0;
Letesit(S);
Sorba(S,r);
while Elemszam(S)>0 do begin
p:=SorBol(S);
for i:=1 To KiFok[p] Do Begin —
q:=G[p,i1];
if D[q]l=Inf then begin
Apa[q]:=p;
D[q]:=D[p]+1;
Sorba(S,q);
end;
end — ;
end ;
end ;



1.2.1. Egy legrovidebb ut kiiratasa

procedure UtKilro(r,p:PontTip);
/1 Globalis: Apa
var u,i:longint;
Ut:array[1..maxP] of longint;
begin
u:=0;
while p<>r do begin
inc(u);
9 Ut[u]:=p;
10 p:=Apa[p];
11 end;
12 write(r);
13 for i:=u downto 1 do begin
14 write(’—’,Ut[i]);
15 end; writeln ();
16 end;
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2. Feladat: Szallitasi feladat

Egy nagyvallalat n varosban lzemeltet gyarat, a gyartmanyokat k varosban telepitett raktarban ta-
rolia. Minden varosbdl olyan raktarba kell szallitani a gyartmanyokat, amely Gtvonal a lehetd legke-
vesebb varoson halad at.

Adjunk olyan algoritmust, amely minden varosra meghatédrozza a hozza legkézelebbi raktart!

Bemenet
A standard bemenet elsd sora harom egész szamot tartalmaz, a varosok n szamat (1 < n < 20000),

a raktarak k szamat (1 < k < n), és a varosok kdzotti kdzvetlen utak m (1 < m < 100000) szamat. A
kovetkezd m sor mindegyike két egész szamot tartalmaz, egy-egy olyan varos sorszamat, amelyek
kdz6tt van kdzvetlen kétiranyu Ut.

Kimenet
A standard kimenet pontosan n sort tartalmazzon. Az i-edik sor az i-edik varosba vezeté legrévidebb

raktarba vezet6 utat adja meg. Ha valamely varosbél nincs Gt raktarba, akkor a -1 szamot kell kiirni
a sorba. Tébb megoldas esetén barmelyik megadhato.
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Legyen S(0) a raktarak sorszamait tartalmazé halmaz.

S(t)={peV:(3FqeS(t—-1))(q—pEcE)}



procedure SzeltBejar(N:integer; const G:Graf; K:integer;R:array integer;

var Apa:array of integer);

var
S:Sor;
p,q:PontTip; i:integer;
begin{SzeltBejar}
for p:=1 to N do Apa[p]:=—1;
Letesit(S);
for i:=1 to K do begin
Sorba(S,R[i]); Apa[R[i]]:=0;
end;
while Elemszam(S)>0 do begin
p:=SorBol(S);

{ inicializalas}

for i:=1 To KiFok[p] Do Begin { p—q élre }

q:=G[p,i];
if Apa[g]=—1 then begin
Apa[q]:=p;
Sorba(S,q);
end;
end{for p—q};
end{while};
end{SzeltBejar};

{ ha q meg nem elért }
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begin
Beolvas(N,G,K,R);
SzeltBejar (N,G,K,R,Apa);
for i:=1 to N do begin

if Apa[i]=—1 then begin{nincs ut i—bol raktarba}
writeln(—1);
continue;

end;

u:=0; p:=i;

while p<>0 do begin
inc(u);
Ut[u]:=p;
p:=Apa[p];

end;

for i:=u downto 1 do
write (Ut[i],’.’);

writeln ();

end{for i};

end;



3. Feladat: Térképszinezés

Az orszagban n régioét tartalmazé térképét kell kiszinezni két k6lonb6z6 szinnel Ggy, hogy barmely
két szomszédos régio kdldonbdzd szind legyen.

Bemenet
A standard bemenet els6 sora két egész szamot tartalmaz, a régiok n szamat (1 < n < 20000), és

a szomszédos régiok m (1 < m < 100000) szamat. A kdvetkezd m sor mindegyike két kiilonb6zé
egész szamot tartalmaz, egy-egy olyan régié sorszamat, amelyek szomszédosak.

Kimenet
A standard kimenet elsd és egyetlen sora azon régidk sorszamait tartalmazza (egy-egy székozzel

elvalasztva), amelyek az egyik szinnel lesznek szinezve. Ha nincs megoldés, akkor az els6 sor a -1
szamot tartalmazza. Tébb megoldas esetén barmelyik megadhato.



Példa bemenet és kimenet
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A probléma grafmodellje: tekintslk azt a G = (V, E) irdnyitatlan grafot, amelynek pontjai a régiok,
és két pont k6zo6tt pontosan akkor van él, ha a két régié szomszédos. Az nyilvanvald, hogy akkor és
csak akkor van megoldés, ha a V ponthalmaz felbonthaté két olyan A és B diszjunkt részhalmazra,

hogy
ANB=0ésV =AUB

(V(p,q) EE)(pcAésqeBvagypcBésqgecA)
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type
Paletta=(Feher, Piros, Kek);
var
Szin:array[1..maxP] of Paletta;
Apa:array[1..maxP] of integer;
p,q,i,j:integer;
S:Sor;
Van:boolean;
begin
Beolvas;
for p:=1 to N do
Szin[p]:=Feher;
Van:=true;
Letesit(S);
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for i:= 1 to N do
if Szin[i]=Feher then begin
Szin[i]:=Piros; Sorba(S,i);
while Elemszam(S)>0 do begin
p:=SorBol(S);
for j:=1 to KiFok[p] do begin
q:=G[p,j];
if Szin[p]=Szin[q] then begin
Van:=false; break;
end;
if Szin[q]=Feher then begin
if Szin[p]=Piros then
Szin[q]:=Kek
else
Szin[q]:=Piros;
Sorba(S,q);
end;
end;
if not Van then break;
end ;
end ;



36
37
38
39
A0
11
42
A3
14

if not Van then begin
writeln(—1);

end else begin
for p:=1 to N do

if Szin[p]=Piros then
write(p,’.’);

writeln;

end;

end.
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4. Feladat: Adott ponton atmeno legrévidebb kor

Adott G = (V,E) irdnyitatlan graf és egy r pontja. Szamitsuk ki az r ponton atmend legrévidebb kort
(ha van ilyen).

const
Inf=maxP;

var
Szin:array[1..maxP] of Paletta;
D,Apa,Os,Ut:array[1..maxP] of integer;
pP,q,i,j:integer;
S:Sor;
p1,p2,mink:integer;
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Beolvas;

for p:=1 to N do
D[p]:=Inf;

mink:=Inf;

pl1:=0;

Letesit(S);

Sorba(S,R);

while Elemszam(S)>0 do begin
p:=SorBol(S);
for i:=1 to KiFok[p] do begin

q:=G[p,i];

if D[q]l]=Inf then begin
D[q]:=D[p]+1;
Apa[q]:=p;
if p=R then
Os[q]:=q
else
Os[q]:=0s[p];
Sorba(S,q);
end else if (Os[p]<>0s[q]) and (D[p]+D[g]l<mink) then begin
pl:=p; p2:=q;
mink:=D[p]+D[q];
end;
end;



34 end{while};



35 if p1=0 then

36 writeln(—1)

37 else begin

38 i:=0;

39 while Apa[p1]<>0 do begin
40 inc(i);

41 Ut[i]:=p1;

42 pil:=Apa[p1];

13 end;

A4 for i:=i downto 1 do

45 write (Ut[i], .’ );

46 while (Apa[p2]>0) do begin
A7 write (p2);

48 p2:=Apa[p2];

19 end;

50 writeln ();

51 end;

52 end.



5. A mélységi bejaras alkalmazasai.



6. Feladat: Iskolahal6zat (101’96)

Néhany iskola szamitdgépes halézatba van kdétve. Az iskoldk a szabadon terjeszthetd programok
elosztasara megallapodast kotottek: minden iskola egy listat vezet azokrél az iskolakrdl ("cimzett
iskolakrol"), amelyek szamara a programokat tovabbkildi. Megjegyzés: ha B iskola szerepel az A
iskola terjesztési listdjan, akkor A nem feltétlendil szerepel B terjesztési listajan.

irjon programot, amely meghatarozza azt a legkisebb szamot, ahany iskolahoz egy Uj programot
el kell juttatni ahhoz, hogy - a megallapodas alapjan, a hal6zaton keresztil terjesztve - végiil minden
iskolaba eljusson.

Bemenet
A bementi allomany els6 sora egy egész szamot, a halézatba kapcsolt iskolak n szamat tartalmazza

(2 <n <100). Az iskolakat az elsd n pozitiv egész szammal azonositjuk. A kévetkez6 n sor mind-
egyike egy-egy terjesztési listat ir le. Az i+ 1-edik sor az i-edik iskola terjesztési listadjan szerepld
iskolak azonositéit tartalmazza. Minden lista végén egy 0 szam all. Az Ures lista csak egy 0 szambdl
all.

Kimenet
A kimenti allomany elsd soraba azt a legkisebb m szamot kell irni, ahany iskolahoz egy Uj programot

el kell juttatni ahhoz, hogy - a megallapodas alapjan, a halézaton keresztll terjesztve - végil min-
den iskoldba eljusson. A masodik sor pontosan m egész szamot tartalmazzon egy-egy székdzzel
elvalasztva, azon iskolak sorszamait, ahova kezdetben el kell juttatni az Uj programot.

Egy elvi megoldas
Jeldlie G= (V,E); V ={1,...,n} az iskolahalézat grafjat.



Legyen D C V egy megoldashalmaz, tehat

(VgeV)3BpeD)(p~q)

A D halmazt Iépésenként épithetjik:
Adott p € V pontra jelélje Eler(p) a p pontbdl elérhetd pontok halmazat:

Eler(p) ={q:p~ q}

Terjesszik ki ezt halmazokra:

Eler(D) = U Eler(p)
peD

begin
D :=0;
DbolElert := 0;
for pcV do
if p ¢ DbolElert then begin
D :=D—Eler(p) U{p}
DbolElert :== DbolElert\JEler(p)
end
end

Az Eler(p) halmaz elemei mélységi bejarassal kiszamithatok.

Az algoritmus futasi ideje legrosszabb esetben O(n?).

Az algoritmus legrosszabb esete, ha a bemenetben p szomszédai: {1,2,...,p—1}. Ha n 1000 is
lehet, akkor ez az algoritmus biztosan nem eléqg gyors megoldas.






2. abra.



Gyorsitasi 6tlet: els6szor rakjuk a pontokat olyan sorrendbe, hogy ha p ~+ ¢, de nincs g ~» p, akkor
p eldbb alljon a sorozatban, mint g.
Egy ilyen kivant sorrendet egyetlen mélységi bejarassal eldallithatunk:
a p pontra hivott (rekurziv) mélységi bejarasban, miutan p-bdl kiindul6é dsszes élet bejartunk, rakjuk
p-t a sorozat elejére. (Tehat a kivant sorozatban a pontok elhagyasi idé szerint csékkend sorrendben
lesznek.)

Az igy médositott algoritmus két mélységi bejarast végez, tehat futasi ideje O(E)



Const

MaxP=1000;
Type

PontTip=1..MaxP;

GrafTip=???;

Paletta=(Feher, Szurke, Fekete, Piros);
Var

N,u,M,p: Word;

G: GrafTip;

Szin:Array[PontTip] Of Paletta;
11 T,D : Array[PontTip] Of Word;
12 Procedure Beolvas; Begin End;
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Procedure MelyBejar1(p:PontTip);
{Global: G, Szin, u,T}
Var
q:PontTip;
Begin{MelyBejar1}
Szin[p]:=Szurke;
For q In Ki(G,p) Do { a p—>q élet vizsgaljuk }
If Szin[q]=Feher Then { g még nem érintett pont}
MelyBejar1 (P);
Szin[p]:=Fekete;
T[u]:=p;
u:=u—1;
End{MelyBejar1};

Procedure MelyBejar2(p:PontTip);
{Global: G, Szin}
Var
q:PontTip;
Begin{MelyBejar2}
Szin[p]:=Piros;
For q In Ki(G,p) Do { a p—>q élet vizsgaljuk }
If Szin[q]=Fekete Then { g meg nem érintett pont}
MelyBejar2(P);
End{MelyBejar2};
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Begin

Beolvas;
For p:=1 To N Do
Szin[p]:=Feher;
u:=N;
For p:=1 To N Do
If Szin[p]=Feher Then
MelyBejar1(p);
M:=0;{a megoldashalmaz elemszama}
for u:=1 to N do begin

p:=T[u];

if Szin[p]=Fekete then begin
inc(M);
D[M]:=p; {p felvétele a dominatorba}
MelyBejar2(p);

end;

end;

writeln (M); {a megoldas dominator kiiratasa}

for u:=1 to M do
write (D[u],’.’); writeln;

57 End.



7. Feladat: Minimalisan hany élet kell hozzaadni egy G iranyitott
grafthoz, hogy legyen olyan pontja, amelybdl barmely masik
elérhetd?



8. Feladat: Osszefiiggd halézat

Egy szamitégépes haldézat csomépontokbdl és csomopont parokat 6sszekdtd egyiranyd kommunika-
ciét biztositod vonalakbdl épul fel. A hal6zatot ugy tervezték, hogy barmely két csomdpont kdzétt van
atvitelt biztosité utvonal mindkét iranyban. A halézat két csomdpontja kézétti vonal meghibasodott.

Adjunk meg két csomopont kéz6tti Uj vonalat, amely biztositja, hogy a halézat ismét 6sszefliggd le-

gyen.
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9. Feladat: Iranyitott graf nem korben Iévo pontjai

Adott G = (V, E) irényitott grafra szamitsuk ki az dsszes olyan pontjat, amely nincs benne egyetlen

korben sem.

Const
MaxP=1000;
Type
PontTip=1..MaxP;
GrafTip=word;
Paletta=(Feher, Szurke, Fekete, Piros);
Var
N,u,M,p: Word;
G,GT: GrafTip;
Szin:Array[PontTip] Of Paletta;
T,ESzam : Array[PontTip] Of Word;
Procedure Beolvas; Begin

End;
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Procedure MelyBejar1(p:PontTip);
{Global: G, Szin, T}
Var
q:PontTip;
Begin{MelyBejar}
Szin[p]:=Szurke;
For q In Ki(G,p) Do { a p—>q élet vizsgaljuk }
If Szin[q]=Feher Then { g még nem érintett pont}
MelyBejar1 (P);
Szin[p]:=Fekete;
T[U]::p;
u:=u—1;
End{MelyBejar1};

Procedure MelyBejar2(os,p:PontTip);
{Global: GT, Szin}
Var
q:PontTip;
Begin{MelyBejar}
Szin[p]:=Piros;
inc (ESzam[os]);
For q In Ki(GT,p) Do { a p—>q élet vizsgaljuk }
If Szin[q]=Fekete Then { g még nem érintett pont}
MelyBejar2(os,P);
End{ MelyBejar2}:



40 Begin

41 Beolvas;

42 For p:=1 To N Do begin
43 Szin[p]:=Feher;

44 ESzam[p]:=0;

45 end;

16 u:=N;

47 For p:=1 To N Do

48 If Szin[p]=Feher Then
49 MelyBejar1(p);

50 M:=0;

51 for u:=1 to N do begin
52 p:=T[u];

53 if Szin[p]=Fekete then
54 MelyBejar2(p,p);

55 end;

56

57 for p:=1 to N do

58 if ESzam[p]=1 then

59 write(p,’.’); writeln;

50 End.



10. Feladat: Iranyitatlan graf nem kérben lévo pontjai

Adott G = (V,E) iranyitatalan grafra szamitsuk ki az 6sszes olyan pontjat, amely nincs benne egyet-
len kérben sem.

1 Procedure MelyBejar(p:PontTip);

2

3 Var

4 q,r:PontTip;

5 Begin

6 Szin[p]:=Szurke;

7 For q In Ki(G,p) Do —
8 If Szin[q]=Feher Then Begin

9 Apa[q]:=p;

10 MelyBejar(P);

11 End Else If (Apa[pl<>q)and(Szin[q]=Szurke) Then Begin
12 r:=p;

13 While r<>q Do Begin

14 Korben[r]:=true;

15 r:=Apafr];

16 End;

17 Korben[q]:=True;

18 End ;

19 Szin[p]:=Fekete;
20 End ;
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Begin

Beolvas;

For p:=1 To N Do Begin
Szin[p]:=Feher;
Korben[p]:=False;

End;

For p:=1 To N Do
If Szin[p]=Feher Then

MelyBejar(p);

for p:=1 to N do
if not Korben[p] then
write(p,’.’); writeln;
End.

Megjegyezzik, hogy a fenti algoritmus nem hatékony, legrosszabb esetben a pontok szamaval négy-
zetesen aranyos a futési id6. Van olyan médszer, amely az élek szamaval aranyos futasi idét ad.



11. Legrovidebb utak minden pontparra
(Floyd-Warshall algoritmus)

Input: G = (V,E, ) iranyitott sulyozott graf; ¢ : E — R
Output:Minden u, v pontparra d(u,v) és egy u ~> v legrévidebb (t.

Megoldas dinamikus programozas modszerével.
Tth. V. =1..nésc(i,j) =0, ha (i,j) ¢ E, azaz G[i, j| = c(i, j) és G[i,i] =0,i=1,--- ,n

Részproblémakra bontas:
Vi,je{l,...,n}-raésvVk € {0,1,--- n}-re

Dk(i,j) = az i-bdl j-be vezetd olyan utak hosszanak minimuma, amelyek legfeliebb az {1,---

(belsd) pontokon mennek keresztil.
D(i, j) = 8(i, J)



Rekurziv 6sszefliggés a részproblémak kdzott.

D%(i,j) = Gli, ]l
Df(i,j) = Min{D*""'(i, j), D' (i,k) + D" (k,j)} k>0

Dli, j] helyben szdmolésa; egy D tdmbben.

1® p2
@) ®

3. dbra. p:i~~ jaz{1.k-1} pontokon at haladé ut, p; : i ~~ k, pp : k ~» j {1..k-1} pontokon at halad6
legrévidebb Gt.

A k-adik iteracioban feliilirt elemek: DX~ (i, k) és D¥~1(k, j).
De
D (i,k) = Min{D""" (i,k),D* "' (i, k) + D" (k, k) } = D (i, k)
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for i:=1 to N do
for i:=1 to N do begin
D[i,jl:=G[i,j];
Elso[i,jl:=]j;
end;
for k:=1 to N do
for i:=1 to N do
for j:=1 to N do begin
Dikj:=D[i ,k]+D[k,j];
if Dikj<D[i,j] then begin
D[i,j]l:=Dikj;
Elso[i,j]:=Elso[i ,k];
end;

p-bdl g-ba vezetd legrévidebb Gt kiiratédsa:

if D[p,ql<>Inf then begin
repeat
write (p, '—"’);
p:=Elso[p,q];
until pP=q;
writel (q);
end;
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